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  В работе получены необходимые  и достаточные условия слабого минимума 
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      В [1,2] определены ),,,(S ωνβα−  липшицевые отображения в точке 
относительно множества в банаховом пространстве, изучен ряд их 
свойств и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. В [2,3] 
получено достаточное условие высокого порядка слабого минимума 
функции в банаховом пространстве при наличии ограничений. 
      ),,,,(S ωδνβα−τ  слабо липшицевое отображение  
        Пусть X  банахово пространство и }A:E{ ∈αα  есть семейство ко-
нечномерных подпространств пространства X  направленное по возраста-
нию и удовлетворяющее условию XE

A
=α

∈α
 , где βα ≠ EE  при β≠α , A -

множество индексов, направленное (рефлексивным, транзитивным, анти-
симметричным) отношением ≤ . Отметим, что A  направлено по возраста-
нию β≤α , если βα ⊂ EE . Так как  всякая линейная система обладает ал-
гебраическим базисом, то существование данного семейства конечномер-
ных подпространств ,Eα  A∈α , в X  следует из леммы Цорна. Ясно, что 

A,E ∈αα , банахово пространство относительно индуцированной топо-
логии из банахова пространства X .  
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      Пусть αg  обозначает каноническое вложение αE  в X . Известно, что  
индуктивная топология в X  относительно семейства )A,g,E( ∈ααα  явля-
ется локальным выпуклым пространством(см.[4]). Через  s)X(  будем обо-
значать пространство X , снабженное введенной топологией. 
      Положим    
              ( ){ }Cxtxчто,0t,Xвxx:Xx)C;x(T kk0ksk0s ∈+↓∃→∃∈= . 
      Если 0x  является локальным минимумом функции f  на множестве 

)Ex(C 0 τ+  при A∈τ , то 0x  назовем слабым локальным минимумом 
функции  f   на множестве C . 
       Пусть X -банахово пространство, Y -нормированное пространство, 

XG ⊂ , XC⊂ , YX:F → , YX:S →τ , RX:f → , RX: →ϕτ , 0>α , 0>ν , 
αν≥β , 0>δ   и  ++ →ω RR: , где 0)0( =ω , ),0[R +∞=+ . 

      Отображение F  назовем ),,,(S ωνβα−τ  слабо липшицевым с постоян-
ной 0L >τ  в точке Gx∈  относительно множества G , если  F  удовлетво-
ряет условию 

)x-x()α
ανβ

yxx-x(yxL)x(S)y(S)x(F)y(F ω+
−

−+αν−βν−≤ τττ +−−  
при )Ex(GGy,x ττ +=∈    и  A∈τ .  
     Если ),x(BG δ=  и отображение F  является ),,,(S ωνβα−τ  слабым лип-
шицевым с постоянной τL  в точке Gx∈  относительно множества G , то 
отображение F  назовем ),,,,(S ωδνβα−τ  слабо липшицевым с постоян-
ной τL  в точке x , а если )x(f)x(F =  и )x()x(S ττ ϕ= , то функцию  f  назо-
вем  ),,,,( ωδνβα−ϕτ  слабо липшицевой с постоянной τL  в точке x . Если 

0)t( ≡ω , то отображение F  назовем ),,,(S δνβα−τ  слабо липшицевым, а 
функцию f  назовем ),,,( δνβα−ϕτ  слабо липшицевой с постоянной τL  в 
точке x . Если 0)t( ≡ω , 0)x(S =τ  и  0)x( ≡ϕτ , то F  и  f  назовем ),,,( δνβα  
слабо липшицевые с постоянной  τL  в точке x . 
     Отметим, что по определению 

21
EE ττ ⊂   при  A, 21 ∈ττ , 21 τ<τ . Поэтому 

в определение ),,,(S ωνβα−τ  слабо липшицевым отображением положить 
SS ≡τ   при A∈τ  более целесообразно. 

      Если SS =τ  и LL =τ  при A∈τ , то отображение F  называется 
),,,(S ωνβα−  липшицевым с постоянной  L  в точке Gx∈  относительно 

множества G . 
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О необходимых и достаточных условиях слабого минимума в 
банаховом пространстве при наличии ограничений 

       Пусть X  банахово пространство, XC,G ⊂ , 0>α , 0>ν , αν≥β , 
0>δ  и ++ →ω RR: , где 0)0( =ω , { }δ≤−∈=δ xy:Xy),x(B . Если Сx0 ∈ , 

то положим  )Ex(CC 0 ττ +=   и { }τ∈−=
τ

Cy:xyinf)x(dC   при  A∈τ .   
     Теорема 1. Пусть  х0  является слабым минимумом функции  f  на мно-
жестве C , f  в точке 0x  удовлетворяет (α,β,ν,ω ) слабо липшицеву усло-
вию относительно множества G  с постоянной τL  и GC ⊂ . Тогда для лю-
бого  τ≥λ L   функция  

                      )ω( 0C
ανβ

0
α
β

Cλ, xx(x))dxx(x)λ(df(x)(x)H −+−++= ν−

τ ττ
  

достигает минимума на  )Ex(GG 0 ττ +=    в точке  х0  и если  τ>λ L   и  τC   
замкнуто, то любая точка минимизирующая  (x)Hλ,τ  на множестве  τG  
принадлежит в  τC .      
      Доказательство. Предположим противное. Пусть существуют точка  
y∈ τG   и  0>ε  такие, что  λε−<τλ )x(f)y(H 0, , где τ≥λ L . Возьмем точку 

τ∈Cc  такую, что ε+−+≤−−+− ναν−βναν−β
α
β

τ

α
β

τ
)y(dxy)y(dycxyyc C0C0 . 

Так как f  в точке 0x  удовлетворяет (α,β,ν,ω )  слабо липшицеву условию 
относительно множества τG  с постоянной  τL ,  то 

                  ≤−+−⋅−++≤ ωαν−βν
α
β

τ )(y-c 00 xy)xyyc(L)y(f)c(f  

                   ≤−+−⋅−+λ+≤ ωαν−βν
α
β

)(y-c 00 xy)xyyc()y(f  

                ).x(fxy))y(dxy)y(d()y(f 00C0C )( <λε+−+−+λ+≤ ωναν−β

τ

α
β

τ
 

Это противоречит предположению, что f  достигает  минимума в точке 
0x  на множестве  τC . 

       Если τ>λ L  и  τ∈Gy  также минимизирует функции )x(H ,τλ  на мно-
жестве  τG , то из первой части теоремы  получим 

                   +≤=−+−+λ+ ωναν−βα
β

ττ
)y(f)x(fxy))y(dxy)y(d()y(f 00C0C )(  

                      ).( 0C0C xy))y(dxy)y(d(
2
L

−+−+
+λ

+ ωναν−βτ
τ

α
β

τ
 

Отсюда получим, что 0)y(dxy)y(d C0C =−+ ναν−β

τ

α
β

τ
. Поэтому  0)y(dC =

τ
. Так 

как  τC  замкнуто, то τ∈Cy .  Теорема доказана. 
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        Замечание 1. Ясно, что 0C xx(x)d −≤
τ

. Поэтому если в теореме 1 
1=α , то из теоремы 1 вытекает, что для любого  τ≥λ L  функция  

                           )ω( 0C
νβ

0λ, xx(x)dxxλ2f(x)(x)H −+−+= ν−

τ τ
  

достигает минимума на τG   в точке  х0  и если  τ>λ L  и τC  замкнуто, то 
любая точка минимизирующая  (x)Hλ,τ  на множестве  τG  принадлежит в  

τC . 
      Следствие 1. Пусть 0x  является слабым минимумом функции f  на 
множестве С, f  в точке 0x  удовлетворяет (α,β,ν,δ,ω ) слабо липшицеву 
условию с постоянной τL   и  ),x(BC 0 δ⊂ . Тогда для любого τ≥λ L  функ-
ция  

                      )ω( 0C0C, xx))x(dxx)x(d()x(f)x(H −+−+λ+= ναν−βα
β

τλ ττ
  

достигает минимума на )Ex(),x(B 00 τ+δ   в точке  0x   и если  τ>λ L   и  τC   
замкнуто, то любая точка, минимизирующая )x(H ,τλ  на множестве 

)Ex(),x(B 00 τ+δ  , принадлежит  τC . 
      Следствие 2. Пусть 0x  является слабым минимумом функции f  на 
множестве С,  f  в точке 0x  удовлетворяет τϕ -(α,β,ν,ω ) слабо липшицеву 
условию относительно множества G  с постоянной τL , GC ⊂   и  

{ })x()x(:CxD 0ττττ ϕ≤ϕ∈= . Тогда для любого τ≥λ L   функция   

                  )ω( 0D
ανβ

0Dλ, xx(x))dxx(x)λ(d)x(f(x)(x)H α
β

−+−++ϕ−= ν−

ττ ττ
                    

достигает минимума на  )Ex(GG 0 ττ +=   в точке  0x  и если  τ>λ L   и  τD   
замкнуто, то любая точка минимизирующая  )x(H ,τλ  на множестве  τG   
принадлежит в  τD . 
       Доказательство. Ясно, что 0x  является слабым минимумом функции 

τϕ−f  на множестве { })x()x(:CxD 0ττττ ϕ≤ϕ∈= . Отметим, что функция  
)x()x(f τϕ−  удовлетворяет (α,β,ν,ω ) липшицеву условию относительно 

множества  τG   с постоянной τL . Применяя  теорему 1 получим, что для 
любого τ≥λ L   функция  

              )xx()x(dxx)x(d)x()x(f(x)H 0D0Dλ, −ω+







−+λ+ϕ−= ναν−βα

β

ττ ττ
  

достигает минимума на  τG   в точке 0x . 
      Из теоремы 1 также вытекает, что если  τ>λ L   и  τD   замкнуто, то 
любая точка, минимизирующая  (x)Hλ,τ   на множестве  τG , принадлежит 

τD . Следствие доказано. 
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      Теорема 2. Пусть  0x  является слабым минимумом функции  0f   на 
множестве { }n,,1i,0)x(f:Cx i =≤∈ , где ,RX:fi →  функции if , n,,1,0i = , в 
точке Cx0 ∈ , удовлетворяют ),,,,(,i ωδνβα−ϕ τ  слабо липшицеву условию 
с постоянной  τL , ),x(BC 0 δ⊂ ,  ≤ϕ∈= τττ )x(:Cx{D ,i  }n,,1,0i),x( 0,i =ϕ≤ τ . 
Тогда для любого τ≥λ L  функция  

     ∑
=

ττττλ +ϕ−+ϕ+−ϕ−=
n

1i
,iii0,000,000, )x()x(f(r))x()x(f)x()x(f(rmax{)x(H   

                     
)xx())x(dxx)x(d(

}Rr,1r,n,,1,0i,0r:))x(

0D0D

i

n

0i
ii0,i

−ω+−+λ+

+∈==≥ϕ+

ναν−βα
β

=
τ

ττ

∑
 

достигает минимума на )Ex(),x(B 00 τ+δ   в точке 0x  и если  τ>λ L   и  

τD   замкнуто, то любая точка минимизирующая )x(H ,τλ  на множестве 
)Ex(),x(B 00 τ+δ    принадлежит  τD .  

     Если )x(o)x( β
=ω  и f  удовлетворяет ),,,,( ωδνβα−ϕ  слабо липшицеву 

условию с постоянной L  в точке 0x , то функцию f  назовем 
))(o,,,,( βδνβα−ϕ  слабо липшицевой с постоянной L  в точке 0x , где 

0)0(o = , 0
t

)t(olim
0t

=
↓

. 

       Положим   

             { }
β↓

+β
ϕ

ϕ+−+ϕ−+
=

t
)x()x(f)txx()txx(flim)x;x(f 0000

0t0 ,    

             { }
β

↓

−β
ϕ

ϕ+−+ϕ−+
=

t
)x()x(f)txx()txx(flim)x;x(f 0000

0t
0 ,    

                 { }
β

ββ

↓

−β −+
=

t
)x(d)txx(dlim)x;x(d 0D0D

0t
0D . 

       Теорема 3. Пусть 0x  является слабым минимумом функции  0f   на 
множестве { }n,,1i,0)x(f:Cx i =≤∈ , где RX:fi → , n,,1,0i = , функ-
ции if , n,,1,0i = , в точке 0x  удовлетворяют ))(o,,,,1(,i βδνβ−ϕ τ  слабо 
липшицеву условию с постоянной τL , где ),x(BC 0 δ⊂ , ττ ≥λ L  и 

{ }n,1,0i),x()x(:CxD 0,i,i =ϕ≤ϕ∈= ττττ . Тогда  
           { } { } { } 0)x;x(dx)x;x(d)x;x(fmax 0D0D

)x(Ii
0i

0

,i
≥λ+λ+ −νν−β

τ
−β

τ
∈

+β
ϕ τττ

  

при τ∈Ex , где  { } { }00)x(f:}n,,1{i)x(I 0i0  =∈= . 
       Пусть X -банахово пространство, Y -нормированное пространство, 

RX:fi → , n,,1,0i = , и  YX:F →  произвольное отображение.  
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       Рассмотрим минимизации функции )x(f0  на множестве  
}0)x(F,n,,2,1j,0)x(f:Cx{ j ==≤∈  . 

     Обозначим { })x(F)x(F:DxM 0=∈= ττ , где )Ex(CD 0 ττ +⊂  . Пусть 
YX:S →τ . Отображение F  будем называть ),,,(S δνβα−τ -регулярным 

( ),,,( δνβα -регулярным) в точке Ex0 ∈  относительно семейства A)D( ∈ττ , 
если существует такое число 0rD >

τ
, что  

          ++−−≤−+ α
β

τττ ττ
ναν−βα

β

)x(S)x(S)x(F)x(F(r)x(dxx)x(d 00DM0M      

                     ))x(S)x(S)x(F)x(Fxx 000

ν

ττ

αν−β
+−−−+   

 ( )x(dxx)x(d M0M
ναν−βα

β

ττ
−+ ))x(F)x(Fxx)x(F)x(F(r 000D

ναν−β
−−+−≤ α

β

τ
) 

при ,Dx τ∈ δ≤− 0xx , A∈τ .  
       Пусть  YX:S →τ , RX:,i →ϕ τ . Далее положим    
            }0)x(S)x(S,n,,1,0i),x()x(:Cx{D 00,i,i =−=ϕ≤ϕ∈= ττττττ  , 
             }n,,1,0i),x()x(:Cx{D 0,i,i =ϕ≤ϕ∈= ττττ , 

,)x(S)x(S)x(F)x(Fxx)x(S)x(S)x(F)x(F)x(Q 00000
ν

ττ

αν−β

τττ +−−−++−−= α
β

}.)x()x(
)x(f,),x()x()x(f),x()x()x(f)x(fmax{)x(H

0,n,n

n0,1,110,0,0000

ττ

τττττ

ϕ+ϕ−

−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−−= 
 

      Теорема 4. Пусть X - банахово пространство, Y -нормированное про-
странство, 0x  является слабым минимумом функции 0f  на множестве 
{ }0)x(F,n,,1i,0)x(f:Cx i ==≤∈  , где RX:fi → , n,,1,0i = , YX:F → ,  
функции if , n,,1,0i = , в точке  0x  удовлетворяют ),,,,(,i ωδνβα−ϕ τ  сла-
бо липшицеву условию с постоянной τL , отображение F   ),,,( δνβα - ре-
гулярно относительно семейства A)D( ∈ττ  (или отображение F   ),,,(S δνβα−τ - 
регулярно относительно семейства A)D( ∈ττ ) в точке 0x , функции )x(Qτ  и 

)xx( 0−ω  в точке 0x  удовлетворяют ),,,,( ωδνβα  слабо липшицеву усло-
вию с постоянной τL  и ),x(BC 0 δ⊂ . Тогда для любого τττττ ++≥λ rLrLL2 2  
функция 

        )x(H)x(H , ττλ = + ))x(dxx)x(d()xx(2)x(Q D0D0
ναν−βα

β

τττ ττ
−+λ+−ω+λ   

достигает минимума на )Ex(),x(B 00 τ+δ   в точке  0x  и если τD  замкнуто 
и τττττ ++>λ rLrLL2 2 , то любая точка, минимизирующая )x(H ,τλ  на множе-
стве  )Ex(),x(B 00 τ+δ    принадлежит  τD , где  τr -коэффициент регуляр-
ности. 
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        Теорема 5. Пусть X -банахово пространство, Y -нормированное  
пространство,  0x   является слабым минимумом функции  0f   на множе-
стве { }0)x(F,n,,1i,0)x(f:Cx i ==≤∈  , где RX:fi → , n,,1,0i = , YX:F → , 
функции if , n,,1,0i = , в точке 0x  удовлетворяют ),,,1(,i δνβ−ϕ τ  слабо 
липшицеву условию с постоянной τL , отображение F   ),,,1( δνβ - регуляр-
но относительно семейства A)D( ∈ττ  (или отображение F   ),,,1(S δνβ−τ - 
регулярно относительно семейства A)D( ∈ττ ) в точке 0x , )x(Qτ  в точке 0x  
удовлетворяет ),,,1( δνβ  слабо липшицеву условию с постоянной  τL  и 

),x(BC 0 δ⊂ . Тогда для любого  τττττ ++≥λ rLrLL 2   

          { } { } { } { } 0)x;x(dx)x;x(d)x;x(Q)x;x(fmax 0D0D0
)x(Ii

0i
0

,i
≥λ+λ+λ+ −νν−β−β+β

τ
∈

+β
ϕ τττ

  

при τ∈Ex , где { } { }00)x(f:}n,,1{i)x(I 0i0  =∈= , τr -коэффициент регу-
лярности. 
       Пусть YX:S →τ . Положим 
  }0)x(S)x(S:Cx{V 0 =−∈= ττττ ,  { },)x(f,),x(f),x(f)x(fmax)x(f n1000 −=   

.)x(S)x(S)x(F)x(Fxx)x(S)x(S)x(F)x(F)x(Q 00000
ν

ττ

αν−β

τττ +−−−++−−= α
β

      
Теорема 6. Пусть X  и Y  банаховы пространства, Cx0 ∈  является сла-
бым минимумом функции  0f   на множестве { }0)x(F,n,,1i,0)x(f:Cx i ==≤∈  , 
где RX:fi → , n,,1,0i = , YX:F → , функции if , n,,1,0i = , в точке 

0x  удовлетворяют ),,,,( ωδνβα  слабо липшицеву условию с постоянной  
К, C  непустое открытое множество, непрерывное отображение  YC:F →  
накрывает с константной 0a >τ  на множестве τC  и  ),x(BC 0 δ⊂ , функ-
ции )x(Qτ  и ))x,x(d( 0ω  удовлетворяют ),,,,( ωδνβα  слабо липшицеву усло-
вию с постоянной  К. Тогда существуют числа 0m >τ  и 0>ντ  такие, что 
для любого  τ≥µ m  функция 

         ))x(d)x,x(d)x(d())x,x(d(2)x(Q(x)f(x)S G0G0,
ναν−βα

β

ττµ ττ
+µ+ω+µ+=  

достигает минимума на )Ex(),x(B 00 τ+δ   в точке 0x , где τττ ν= V),x(BG 0  , 
δ<ν< τ0 , и если τV  замкнуто и τ>µ m , то любая точка, минимизирующая 

)x(S ,τµ  на множестве )Ex(),x(B 00 τ+δ   принадлежит  τG . 
     Пусть XC⊂ , Cx0 ∈ , RX:f → . Положим  )Ex(CC 0 ττ +=   при 

A∈τ .  Далее считаем, что ++ → RR:oi , где  0)0(oi =   и  0
t

)t(olim i

0t
=

↓
.  

    Теорема 7. Пусть Cx0 ∈ , функция f  удовлетворяет ))(o,,,,1( iiiii βδνβ−ϕ   
липшицеву условию с постоянной iL  в точке 0x , существуют числа  0>ατ  
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такие, что 0)x()xx()x( 0i0ii ≥ϕ−+ϕ=ψ , n,,2,1i = , при B)xC(x 0 ττ α−∈  ,  A∈τ  

и  }0{\)C;x(T}0)x;x(f:)C;x(Tx{ 0s

n

1i
0

}{
0s

i
i

=

−β
ϕ =>∈ . Тогда  Сx0 ∈   является точ-

кой строгого слабого локального минимума функции f  на множестве  C . 
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OPTİMALLIQ ÜÇÜN YÜKSƏK TƏRTİBLİ ZƏRURİ VƏ KAFİ ŞƏRTLƏR 
 

M.A.SADIQOV 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə nöqtədə ),,,,(S ωδνβα−  zəif Lipşits funksiyalar sinfindən istifadə olunaraq 
Banax fəzasında məhdudiyyətli ekstremal məsələnin zəif munimumu üçün yüksək tərtibli 
zəruri və kafi şərt alınmışdır.   

 
Açar sözlər: kafi şərt, Lipşis funksiya, zəif lokal minimum, Banax fəzası.  

  
 

NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR OPTIMIZATION 
 

M.A.SADYGOV 
 

SUMMARY 
 
      In the work, using the classes of the ),,,,(S ωδνβα− -weak  Lipschitz functions in the 
point, high order necessary and sufficient conditions of the weak extremum in the Banach space 
are derived by the constraints.  
 
      Key words: sufficient conditions, Lipschitz functions, weak local minimum, Banach space. 
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